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Streszczenie

Praca zawiera przeglad znanych metod krzywych wzrostu oraz tematyki
najnowszych badan w tej dziedzinie. Ukazujace sie w ostatnich latach prace
rozszerzajg, znane metody w kierunku zmiany zalozen, a wiec poszerzaja mozliwosci
ich zastosowan oraz sugerujs powiazania tych zagadniefi z innymi, na przyklad z
procesami stochastycznymi.

1. Wstep

Wzrost jest jednym z najbardziej podstawowych proceséw biologicznych ob-
serwowanych zaréwno u poszczegélnych osobnikéw, jak i calych populacji. Mate-
matyczny opis przebiegu tego procesu interesowatl eksperymentatoréw z réznych
dziedzin nauki jak na przyklad biologii, medycyny, genetyki, biochemii, biofizyki,
a takze ekonometrii czy tez demografii.

Pierwsza publikacja zawierajaca opis matematyczny wzrostu jak podaje Rash
(1988) byta praca T. R. Malthusa "Essay on the principle of population", London,
1798, natomiast pierwszym, ktéry sugerowal uzycie kryterium najmniejszych
kwadratéw dla oceny wspélczynnikéw w dopasowywaniu liniowej krzywej byt
Legendre w 1805 roku.

Od tego czasu opis przebiegu wielu proceséw w czasie (w tym takze wzrostu),
a w szczegblnosci metod ich analizy, byl tematem szeregu badaf i publikacji.

Przebieg wzrostu roélin jest dobrze znany przyrodnikom. P.F. Wareing i I.D.dJ.
Philips w ksiazce "Wzrost i réznicowanie sie roslin", PWN, W-wa 1985 podaja

Stowa kluczowe: krzywe wzrostu, losowe wspélezynniki, estymacja parametréw,
testy, obszary ufnosci
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przebieg wzrostu roslin na przyktadzie wzrostu liSci ogérka (rys. 1) i przyrostu
suchej masy roélin jeczmienia podczas okresu wegetacji (rys. 2).
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Jak wynika z zamieszczonych powyzej rysunkéw przebieg zmian w czasie
moze by¢ opisany réznego typu funkcja. Na rysunku 8 sa to wielomiany stopnia
drugiego, natomiast wykresy narys. 112 sa szczegélnymi przypadkami krzywych
Richardsa, ktére wyrazaja si¢ wzorem [patrz: Encyclopedia of Statistical Sc1ences
(1982) Vol.8, John Wiley, str. 128]

f@) =a@+sbd Y dla 0,

gdzie s==x1, a,bcER,, przy czym dla s=+1, A<0, adlas=-1 A=20 (¢ jest
zmienng okreslajaca czas). Szczegélnymi przypadkami tych krzywych sa:

zmodyfikowana wykladnicza fit) = a(1-bc") ,
logistyczna fit) = ET )
Gompertz'a fit) = ae ¥

W literaturze statystycznej problem krzywych wzrostu obejmuje opisy proce-
séw, ktére dadzg sie wyrazié wielomianami dowolnego stopnia i mieéci sie w
grupie modeli liniowych. Opis biologicznych proceséw przy uzyciu krzywych
Richardsa mozna znalez¢ w ksiazce Caustona i Venus (1981), natomiast problemy
dotyczace innych typéw krzywych mozna znalezé u Rasha (1988), czy tez w
ksigzce Barda (1974) dotyczacej nieliniowej estymacji.

Dalsze rozwazania w tej pracy dotycza tylko krzywych wzrostu opisanych
wielomianami.

2. Metoda wielomianowych krzywych wzrostu
dla danych niesklasyfikowanych

Opisu matematycznego przebiegu procesu wzrostu dokonuje sie przez dopa-
sowanie krzywej na podstawie wynikéw pomiaréw uzyskanych w badaniach
empirycznych. Dopasowanie modelu natomiast wymaga estymacji parametréw i
ustalenia stopnia wielomianu.

Krzywe wzrostu mozna rozwazaé dla poszezegélnych osobnikéw lub dla catej
populacji.

W pierwszym przypadku obserwacje stanowia ciag y, pomiaréw cechy Y w
poszezegbélnych chwilach ¢. Szukana krzywa wzrostu jest funkcja regresjiy wzgle-
dem ¢

=y(t) +e, .

Estyfacji dokonuje sie najczesciej metoda najmniejszych kwadratéw. Kazdy
taki ciag obserwacji jest szeregiem czasowym (Wéjcik, Baudanski, 1989).
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Estymacja krzywej wzrostu dla populacji wymaga wykonania pomiaréw ba-
danej cechy u n jednostek powtarzanych w p punktach czasowych %}, 1,,....t,.
Uzyskane w ten sposéb np obserwacji ustawia sie w macierz Y o wymiarach
nxp.

Do wyznaczenia wlasciwej krzywej wzrostu w tym przypadku stosuje sie
wielozmienne metody, czesto traktowane jako szczegdlny przypadek metod sto-
sowanych do tzw. powtarzanych pomiaréw (repeated measurements) jak na
przyktad u Timma (1980) czy Crowdera i Handa (1991). Zastosowanie metod
wielozmiennych wynika z faktu, ze pomiary tej samej cechy w p punktach
czasowych mozna traktowaé jako p cech, ktére sg wzajemnie skorelowane.

Laird i Ware (1982) podajg réznice miedzy krzywymi wzrostu, a powtarzanymi
pomiarami. Pierwsze z nich dotyczg przypadkéw, gdy badany i poréwnywany jest
naturalny proces wzrostu bez interwencji w jego przebieg. Drugie rozwaza sie
wtedy, gdy osobniki traktowane sg réznymi zabiegami czy tez warunkami, co
powoduje zmiany wartosci cechy w czasie i po ustaniu ich dzialania cechy te daza
do ustabilizowania swoich wartoéci. Nie jest to jednak sztywna zasada.

Wielozmienna metode krzywych wrostu stosuje sie w przypadku, gdy dopa-
sowywane krzywe sg wielomianami stopnia g—1 postaci

Y(E) = Bo+ Bt + Bt + ..ot Byt T, .1)

w ktérych zmienng niezalezna ¢ jest czas.
Dalsze rozwazania zacznijmy od przykladu:

Przyktad: W 1989 r. u 40 drzew jabloni zbadano zawartosé Ca w lisciach. Z
kazdego drzewa pobierano losowo prébke liSci z réznych czeSci korony, w celu
dokonania oznaczen zawartoSci tego pierwiastka, w 7 réwnoodleglych terminach
od czerwca do sierpnia. Eksperymentatora interesowata dynamika zawarto$ci
tego pierwiastka w liSciach w okresie wegetacji. Uzyskane wyniki zestawiono w
macierz Y o wymiarach (40x7).

Dane te stanowig losowsg probe n=40 jednostek eksperymentalnych, ktére nie
podlegaja zadnej klasyfikacji. U kazdej z nich wykonano p=7 pomiaréw.

Problem mozna rozwiazaé opierajac sie na metodzie podanej przez Kshirsa-
gara (1972) wyznaczajac Srednie dla poszczegdlnych terminéw oraz macierz
kowariancji

1YE oraz S-Y(@,-1EY, 2.2)
n pp n

k=]
—

gdzie Y o wymiarach (nxp) jest macierza obserwacji, I, jest macierza jednostko-
wa o wymiarach (nxn), za$ E jest macierza zlozona z samych jedynek o odpo-
wiednich wymiarach.

Przy zalozeniu normalnoéci rozkladu
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Vn'y ~N,(Vn XB,%) , 2.3)
gdzie
IS B,
T G By
X - T : 2.4)
P9 SIS e A
i i Bo-1

S ma p-wymiarowy rozktad Wisharta
S ~ W,(n-1,%) (2.5)

e P . . Jal . ’, . . . .
oraz y i S sg niezalezne. Estymator § mozna wyznaczyé minimalizujac wy-
razenie

Mﬁin@— Xp) S7\(y - XB) 2.6)
jako

B=XS'X XSy . 2.7)

Zawiera on estymatory wspélczynnikéw w réwnaniu krzywej wzrostu (2.1).
Przedzialy ufnoéci dla poszczegélnych wspélezynnikéw lub ich kombinacji
liniowej b’ maja postaé:

Tz
bfx {(1+-22 f Far=ns (p a],f.,,+q}1’2, (2.8)
gdzie
T2 1 A
=0 -XBSTG-XB); fen-l; q=r®); co-bXEX)D
przy
spel
=SS
f
Wreszcie obszar ufnosci dla y(¢) dany jest przez
2 1/2
V() = (1 + ’}")—‘L Big g by 2.9)

gdzie ﬁ)(t) = 60 + ﬁlt + 62t2 +ot Bq_lt =
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Granice ufnoSci sa wyznaczone wlasciwie tylko wtedy, gdy dopasowany model
jest adekwatny, co mozna sprawdzié testujac hipoteze H,: E(y) = Xp przeciw

H;: E(y) = Xp za pomocg funkcji testowej:

2
resak Loy 2.10)

F 5 oy e -
P=q, f~(p-q)+1 p—q f

W rozwazanym tu przykladzie uzyskano:

y=[1.00 1.04 1.10 1.11 1.15 1.20 1.20] ,
1,7

0.0738 0.0777 0.0815 0.0769 0.0765 0.0979 0.0638
0.0777 0.0969 0.0931 0.0855 0.0873 0.1069 0.0672
0.0815 0.0931 0.1150 0.0953 0.1029 0.1137 0.0742

=[0.0769 0.0855 0.0953 0.0977 0.0934 0.1144 0.0752
%7 10.0765 0.0873 0.1029 0.0934 0.1060 0.1141 0.0684
0.0979 0.1069 0.1137 0.1144 0.1141 0.1545 0.0877
0.0638 0.0672 0.0742 0.0752 0.0686 0.0877 0.1356

Przy stalych odcinkach czasowych przyjmujemy ¢, = 1,...,t; = 7.
Niech ¢g=3, czyli dopasowywana krzywa jest stopnia drugiego. Wtedy macierz
X jest postaci:

] O S| F | S
X'={123 4 5 6 7
87 11 4 9 16 25 36 49

Otrzymujemy: ﬁ’ =[0.9143 0.0459 —0.0012] i sprawdzamy testem adekwatnosé
krzywej:

2

T
% = 2.6584, zatem Fobl = 23.926 s Przy Fo'05; 4,36 = 2.6335.

H, odrzucamy, obnizamy stopien wielomianu, przyjmujac g=2 i dopasowujemy
funkcje liniowa. ¥ i S sa takie same, natomiast

A

p' =[0.9962 0.0299] .

Tym razem F, = 0.008 przy F o5 5 35 = 2.4851, co potwierdza wybér modelu

P(t) = 0.9962 + 0.0299¢ .

Jezeli odlegloéci miedzy punktami czasowymi sqg stale, to elementami macierzy
A mogg byé wspélezynniki wielomianéw ortogonalnych.

Przedstawiona tu metoda moze byé stosowana, gdy badane jednostki ekspery-
mentalne nie podlegaja zadnej klasyfikacji. W praktycznych przypadkach ten
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warunek nie zawsze jest spelniony. W przykladzie zilustrowanym na rys. 3
badane ziemniaki nalezaly do jednej z trzech grup. Problem polegal na wyzna-
czeniu krzywych wzrostu dla kazdej z grup oraz poréwnaniu tych krzywych dla
rozpatrywanych grup. Rozwiazanie tego problemu mozna uzyskaé stosujac me-
tody przedstawione ponizej.

3. Ogolny model krzywych wzrostu. Estymacja
parametrow i testowanie hipotez

Ogélny wielozmienny model liniowy krzywych wzrostu podali Potthoff i Roy
(1964) w postaci
Y=XBT+E , 3.1)
gdzie Y o wymiarach (nxp) jest macierza obserwacji, X o wymiarach (nxm) jest
znang macierza ukladu (bez kolumny jedynek) taka, ze r(X) = m, B jest macierza
nieznanych stalych parametréw (wspélezynnikéw w réwnaniach krzywych) o
wymiarach (mxq), T o wymiarach (gxp) jest znang macierza okreslajaca wewne-
trzng strukture obserwacji ("(T) = ¢, ¢=p), a E o wymiarach (nxp) jest macierza
btedéw losowych.
Model ten moze byé potraktowany jako polaczenie dwéch modeli
1°. dla ukladu eksperymentalnego
yi=X Bi+e; 3.1a)
nl  nm ml  nl
gdzie y; — wektor kolumnowy pojedynczych pomiaréw dla n jednostek ekspe-
rymentalnych; X — macierz ukladu, ﬁ? — wektor nieznanych parametréw

BY = B, Blos.-., BY1), e;— wektor bledéw losowych.

2°. dla regresji
yo=Py T+ey (3.1b)
lp 1g g Ip
gdzie y, — wektor wierszowy obserwacji u tej samej jednostki eksperymentalnej
w p punktach czasowych, ﬂg’ — wektor wspélczynnikéw w réwnaniu krzywej,

(ﬂg’ = [[5(2)0, Bgl,..., Bqu_l]), T jest macierza typu Vandermonde’a postaci

L | 1

B .ty t,
T = |t &2 Rl (3.2)
qp .
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natomiast e, jest wektorem bledéw losowych.
t.aczac je otrzymamy model postaci

Y=XBIBOT +E ,

gdzie macierz

0 o0 0 40 0 0
P11B20, B1iB21, ---s PBii1B2g1
0 @0 0 20 0 0

PiaBao, Bi2B2r, s PiaPagt

BYBY =

0 0 0 p0 0 0
Blm620’ ﬁlmBZl’ sisisly ﬁlmﬁlq-l

Wprowadzajac oznaczenie

‘310a [511’ ceey Bl,q—]
B - Baos B2t -5 Bag-1

(3.3)
ﬁmO’ Bml’ LR Bm,q—l
otrzymujemy model w postaci (3.1), dla ktérego przyjmuje sie zalozenia:
E(YY) =XBT , (3.4)

wiersze macierzy E s wzajemnie niezalezne i kazdy jest p-wymiarowym wekto-

rem o p-wymiarowym identycznym rozkladzie normalnym z macierza kowarianc-

Jl. £ i wartoScig oczekiwang 0 czyli e; ~ N,(0,X) ; i=1,2,...,n, macierz X jest
pp

dodatnio okreslona.

Model (3.1) mozna stosowaé gdy:

1. Jednostki eksperymentalne stanowia jednorodna grupe i nie sg traktowane
zadnymi zabiegami (jak w przykladzie powyzej). Wtedy X'=11,1,..,,1],
B =[Bo, B1s-+-» B41], @ macierz T ma postaé dana w (3.2).

2. Jednostki eksperymentalne podzielone sa na m grup niekoniecznie réwno-
licznych (podlegaja jednokierunkowej klasyfikacji). Wtedy X jest macierza o
wymiarach (nxm), zas B i T okre$lone sa odpowiednio do (3.3) i (3.2). Przyklad
znajduje sie¢ w pracy Baksalary, Calinski, Kala (1980).

3. Jednostki eksperymentalne podlegaja klasyfikacji dwukierunkowej. Wtedy
X jest macierza ukladu,

Bl
B2

T jest jak w (3.2). B, zawiera wspélezynniki krzywych dla pierwszej klasyfikacji,

za$ B, dla drugiej klasyfikacji. Przyklad podano w pracy Baksalary, Calinski,

Kala (1983).
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4. Model wieloreakeyjny tzn. uwzgledniajacy kilka cech jednocze$nie, mierzo-
nych u tych samych n jednostek w tych samych p punktach czasowych. Kazda z
cech moze byé¢ opisana wielomianem innego stopnia. Na przyklad biorac pod
uwage dwie cechy przyjmuje sie nY2p= [anl - 52] , gdzie Y, jest macierza obserwacji

dla pierwszej cechy, a Y, dla drugiej, X — macierz ukladu, B = [B; : By], przy
26

nm mq "lql m

q =q1 + g9 Ooraz

T, 0
q,E,'(o Tz) ’
gdzieT; i T, sa postaci (3.2).

9P P

Zastosowanie modelu (3.1) podane w punktach 3 i 4 mozna rozszerzyé na
dowolng klasyfikacje i uklad eksperymentalny.

Podstawowe zagadnienia rozwazane dla ogblnego modelu krzywych wzrostu
to:

1°. Estymacja macierzy parametréw B, co jest réwnoznaczne z dopasowaniem

krzywych,

2°. Testowanie wielozmiennych hipotez obejmujace miedzy innymi ustalenie
stopnia wielomianu i poréwnywanie krzywych dla réznych grup. Ogélna postaé
wielozmiennej hipotezy jest

H,: ABV=0 przeciw H;:ABV=0 przy r(A)=s i r(V)=u , (8.5

sm qu

3°. Wyznaczanie obszaréw ufnos$ci dla krzywych wzrostu.

Metoda Potthoffa i Roya (PR)

Rozwigzanie powyzszych probleméw zaproponowali Potthoff i Roy (1964) po-
dajac nastepujaca metode.

Niech gr bedzie symetryczna, dodatnio okreSlona macierza taka, aby

TG T’ byla nieosobliwa i aby C - G 'T(TG'T")! miala r(C,) = q. Za pomoca
macierzy C; dokonuje sie transformacji modelu (3.1) do zwyklego wielozmiennego

modelu liniowego. Poniewaz TC; =1, , wiec YC; = XBTC, + EC; i oznaczajac

q b
Y, = YC, otrzymujemy model

Y, =XB+E . . (3.8)

Zatem Y, o warto$ci oczekiwanej E(Y;) = XB ma niezalezne wiersze.o g-wymia-

rowych rozkladach normalnych z macierzami kowariancji £, = C,2C;. Z ogdlnej
aq
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teorii wielozmiennego modelu liniowego wynika, ze estymator macierzy parame-
trow B ma postaé

B- XX 'XYG (TG 'T)! 3.7)
natomiast macierze sum kwadratéw dla hipotezy i dla bledu sa odpowiednio
Sy = (ABVY [AXX) AT ABV), Sp = VYI, - XX'X)'X'IY,V. (3.8)

Z ogblnej teorii wynika, ze przy prawdziwej hipotezie H, okre$lonej w (3.5) Sy, i
Sy maja niezalezne rozklady Sy ~ W,(s,V'3,V) i Sy ~ W,(n-m,V'%,V). Proble-
mem jest jednak wybér macierzy G.

Potthoff i Roy pokazali, ze optymalnym wyborem byloby G =X. Jednakze X
Jest nieznane. ZastapienieX przez S, gdzie S = Y'[I,, - X(X'X)'X'Y nie zachowuje
wlasnosci zwigzanych z rozkladami, ze wzgledu na to, ze S zalezy od Y.

Inna mozliwoscig jest wybér G = I, wtedy Y, = YT'(TT'). Jezeli macierz T
bedzie zawiera¢ wspélezynniki wielomianéw ortogonalnych, to TT' = Io.:'1
Y, =YT'. Jest to wynik J. Wisharta (1938).

Metoda Rao-Khatri (R-K)

Alternatywny spos6b rozwiazania probleméw 1°-3° podali Rao (1965) i Khatri
(1966). Proponuja oni model warunkowy, aby uniknaé wyboru macierzy G.
Dokonuje sie transformacji modelu (3.1) wybierajac macierz g taka, ze

C=[C;: Cg] Jjest nieosobliwa oraz r(C,)=q, TC,=1, oraz r(Cy) =p-q i
P pp-

TC, = 0. Wtedy
Y,=YC=Y[C, : C,]1=[YC, : YC,] =Y, } Y,]
oraz
E(Y,) =XBTC,=XB, E(Y,)=XBTC,=0
1 warunkowy model moze by¢ zapisany jako model analizy kowariancji w postaci

B
E(Y1]Yy) =XB +Y, T = [X: Y] =k (3.9)

gdzie p_I;q Jjest macierza nieznanych wspélezynnikéw regresyjnych przy

zmiennych towarzyszacych. Oznaczajac Z = Y, otrzymujemy znany wielozmienny

model analizy kowariancji, gdzie Z jest macierza wartosci zmiennych to-
warzy-szacych. 7(X : Z) = m+p- q, gdyz X ma m liniowo niezaleznych kolumn i Z
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jest macierza z liniowo niezaleznymi kolumnami. Kolumny Z sa tez liniowo
niezalezne od kolumn X. Ponadto wiersze Y, maja niezalezne normalne wieloz-
mienne warunkowe rozklady z jednakowsa macierza kowariancji.

Przy tych zalozeniach, stosujac metode analizy kowariancji, otrzymuje sie
estymatory najmniejszych kwadratéw, ktére sa réwniez estymatorami najwie-
kszej wiarogodnosci (Khatri, 1966) postaci

I = (C3SC,)'C3SC,
natomiast
B - XX)XYSIT(TS'T)! przy S-=-Y(, - XXX)'X)Y. (3.10)

Jezeli p=q, to nalezy uzyé p-q zmiennych towarzyszacych. Estymatory B
uzyskane metodami PR i R-K sg takie same, gdy G=S8. Jezeli G = I, metoda PR
daje takie same rezultaty jak metoda analizy kowariancji (R-K) przy pominietych
zmiennych towarzyszacych. Jest tak w przypadku, gdy kowariancje miedzy ko-
lumnami macierzy Y; i Y, sa zerami.

Jezeli p=q, problem wyboru macierzy C nie istnieje.

Jak wybraé macierz C? Grizzle i Allen (1969) proponuja jako jeden z mozli-
wych wyboréw przyjaé¢ C, = T', gdzie macierz T zawiera wspélezynniki wielomia-
noéw ortogonalnych do stopnia g-1 przy TT = I,, natomiast macierz C, bedzie
zawieraé pozostale wspélezynniki wielomianéw ortogonalnych uzupelniajacych
do stopnia p-1.

Réwnowaznosé ocen uzyskanych obydwiema metodami, gdy G=S i przy uzyciu
wszystkich zmiennych towarzyszacych wykazali Grizzle i Allen (1969) oraz Lee
Y.H.K. (1974), a Baksalary, Corsten, Kala (1978) rozszerzyli to na przypadek,
gdy uzyte sa wszystkie zmienne towarzyszace.

Macierze uogélnionych sum kwadratéw do testowania hipotezy
H, : ABV = 0 uzyskane metoda analizy kowariancji sa postaci

Si, = VY XX'X)'A'(ARA)'AX'X) XY,V , (3.11)
gdzie
R= XX+ XX)'XY[S- s7'T(TS ') Iy X(X'X)™
: ;
Y, = YS!'T(TS ') !
oraz

S, =V(TS™'T)'v (3.12)
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przy v, =r(A)=q, v, =n-r(X)~(p-q) = n-m-(p-q).

Macierze S;; 1 S, oraz Sp i S, okreSlone w (3.8), (3.11) i (3.12) nie sa
identyczne. Natomiast S, i S, przy prawdziwej H, maja niezalezne rozklady
Wishartazv, i v, stopniami swobody oraz wspélng macierza kowariancji i nie
zaleza od zmiennych towarzyszacych Y,. Mozna wiec stosowaé znane testy wie-
lozmienne.

Metoda Tubbsa, Levisa i Durana
Timm (1980) cytuje Tubbsa, Levisa i Durana (1975), ktérzy otrzymali esty-

matory parametréw w modelu krzywych wzrostu metoda najwiekszej wiarogod-
no$ci. Sa one ré6wnowazne estymatorom PR, gdy G=S i majg postac

B X IRVSITTS )
Podane przez wymienionych autoréw uogélnione sumy kwadratéw sa:

S, = VY XXX)ATAXX) AT AXX) XY,V

S, =V(TS'T)V

przy vy, =1r(A), v, =n-r(X) gdzie S=YTI, - XX'X) X1y i
Y, =Ys'(rsiT)

Procedura R-K daje wyniki asymptotycznie réwnowazne wynikom Tubbsa i
innych.

Praktycznie najczeScie stosowana jest metoda Rao-Khatri.

Testowanie hipotezy ~ H,: ABV =0 mozna dokonaé za pomoca jednego z

testow:
1) A - Wilksa: A =& )
|Se + Sh|
2) T? - Hotellinga: T2 =v,tr(S,' S;"),
A
3) 0 - Roy'a, najwiekszego pierwiastka charakterystycznego: 0 = I +1}\ :
1

Testowanie adekwatnoéci modelu mozna réwniez traktowaé jako szczegélny
przypadek ogdlnej hipotezy H, : ABV = 0.
Oznaczajac B; = BT mamy E(Y) = XB,, a przy TC, =0

E(Y,) = XB,C, = XBTC, =0 .

Jezeli r(X) = m, czyli X jest pelnego rzedu, to XB,C, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
B,C, = 0. Model (3.1) spelnia to zalozenie, a wiec jego adekwatno$¢ moze byé

‘testowana przez weryfikowanie hipotezy, ze E(Y,) =0, co mozna zapisaé
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H,:I,B,C; = 0 dla modelu, gdy E(Y) = XB,. Jest to testowanie oglnej hipotezy
przy A=1,

Obszary ufnosci najczeéciej rozwaza sie dla estymowalnych funkcji parame-
trycznych postaci

p=aBd , (8.13)

gdzie a jest wektorem (mx1), a d wektorem (gx1).

W zaleznosci od postaci wektoréw a i d mozna wyznaczaé przedzialy ufnosci
dla poszczegdlnych parametréw czy ich réznicy albo obszary ufnosci dla krzywej
lub réznicy krzywych. W przypadku wyznaczania obszaréw ufnoéci przyjmuje
sie, ze wektor d powinien byé¢ d, = [1,£,¢%,...,¢7'7. Nalezy pamietaé, ze dowolna
funkcja parametryczna bedzie estymowalna jezeli macierze X i T sa pelnego
rzedu.

W najbardziej ogélnej formie, wykorzystujac test maksymalnego pierwiastka
Roy'a dla testowania hipotezy H,:ABV=0 przy r(X)=m, Jjednoczesne
(1-a)100% przedzialy ufnosci dla kombinacji liniowej a’ABVd sa, postaci (Seber,
1984)

A )
a’ABVd € {a’ABVd * \/1_(2) a'Fa-d'S,d } (3.14)

dla wszystkich a i d, gdzie

F=-AXX) A + AXX) XY [S- S'T(TS'T)TS 1Y XX'X) A’ |
zas 0, odczytana jest z tablic statystyki maksymalnego pierwiastka Roy’a, ktére
mozna znalezé na przyklad w ksigzce Sebera (1984) na str. 593-598, przy
s, =min(w,s), v;= %(Iu—s [-1), vy= é[n—m—(p—q)—u—l].

W szczegélnym przypadku, gdy dane podlegaja pojedynczej klasyfikacji (Ba-
ksalary, Calinski, Kala, 1980), przedzial ufnosci dla estymowalnej funkcji para-
metrycznej (3.13) jest postaci

— (N ’ ’ T\ -1
(pE[(Pt \/Enj_p—_’_un/Z;l,n—m—[Hq'aRa'd(TS T) d} ’

gdzie

R=XX)"+ XX)'XY{S- $'T(TS'T)'" TS YX(X'X)! ,
natomiast 100(1-c)% obszar ufnosci dla funkeji ¢(t) = a’Bd, dla wszystkich war-
toSci ¢t wyraza sie wzorem

(P(t) = {(P’(\t) * \/ F(x/2; q,n-m-p+1 i a,Ra i dl (TS_IT’)_ldl } ‘

n-m-p+1
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Korzystajac z tego ostatniego wzoru mozna wyznaczyé réwniez obszar ufno$ci
dla réznicy @;(2) — @o?).

4. Krzywe wzrostu z losowymi wspolczynnikami

Jezeli zmienno$¢é miedzy jednostkami eksperymentalnymi jest duza i liczba
pomiaréw dla kazdej z nich nie jest taka sama, poprzednio oméwiona metoda nie
da sie zastosowaé. Wynika to stad, ze zalozenia przyjete dla bltedéw losowych w
modelu (3.1) nie sa spelnione.

Zagadnienie niezréwnowazonych krzywych wzrostu pierwszy rozwazal Rao
(1965). Od tego czasu szereg autoréw podejmuje badania nad modelem krzywych
wzrostu przy innych niz dotad zalozeniach. Uzyskane zostaja pewne wyniki
metodami iteracyjnymi, Bayesowskimi i w oparciu o predykcje brakujacych ob-
serwacji.

Metode nieiteracyjng podali pierwsi Carter i Yang (1986). Mogla byé ona
jednakze stosowana tylko do danych niesklasyfikowanych.

Uogoblnienie tej metody dla dowolnych danych przedstawili Vonesh i Carter
(1987). Jest to metoda dwustopniowa, zwana krzywymi wzrostu z losowymi
wspblezynnikami. {

W poprzednio oméwionej metodzie rozwazane byly modele (3.1a) i (3.1b). Byly
to modele stale. Przedstawiona tu metoda obejmuje przypadek, gdy tylko model
(3.1a) jest staly, natomiast wspélezynniki regresji w modelu (8.1b) sg losowe (stad
nazwa metody). Uzyskanie estymatoréw wspélezynnikow w réwnaniach krzy-
wych wzrostu wymaga dwéch etapow.

Pierwszy to wyznaczenie estymatoré6w wspélezynnikéw regresji w (3.1b), tra-
ktowanych chwilowo jako ustalone, dla kolejnych wektoré6w obserwacji w czasie
odpowiadajacych poszczegdlnym jednostkom eksperymentalnym. Wektory te nie
muszg mie¢ jednakowej liczby elementow.

W drugim natomiast, ze wzgledu na to, ze wyznaczone na podstawie losowych
obserwacji wspoélezynniki regresji sg losowe, wykorzystujac je mozna utworzyé
wielozmienny model liniowy. W tym statym modelu parametrami sa wlasnie
nieznane wspélczynniki w réwnaniach krzywych wzrostu, a macierz ukladu
uwzglednia przynaleznosé obserwacji do poszezegdlnych grup.

Dokladny opis kolejnych etapéw tej metody jest nastepujacy.
1°. "Wewnatrz jednostek eksperymentalnych"

U kazdej z n jednostek eksperymentalnych dokonuje sie pomiaréw cechy w
r; punktach czasowych, uzyskujac wektory obserwacjiy; , dla ktérych model ma
postac

yi=Xil3i+ei, l= 1,2,...,n 5 (41)
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gdzie y; = (yli,y2i,...,yri i) Jest wektorem pomiaréw na i-tej jednostce, X; - jest
macierza, (7;xp) znanych zmiennych objaéniajacych taka, ze r(X))=p <r; a B;
Jest (px1)-wektorem nieobserwowalnych losowych wspélezynnikéw regresji.
Wektory e; o wymiavach (r;x1) maja niezalezne rozklady N(0, o°I).

2°. "Pomiedzy jednostkami eksperymentalnymi"
Model ma teraz postaé

B =ZA +E , (4.2)

gdzie B = (By, By,..., B,) jest (nxp) macierza losowych wspélezynnikéw regres;ji,
Z=(2,,Z,,...,7,) jest (nxq) macierza ukladu, to znaczy i-ty wiersz macierzy Z

oznaczony przez lZ; (¢ =1,...,n) wskazuje przynaleznosé badanej jednostki do
a

Jednej z q grup (g <n). A jest (gxp) macierza, stalych parametréw zwanych przez

autoréw lokacyjnymi. § = (§,,&,...,E,) jest (nxp) macierza losowych bledow. O

wektorach §;  zaklada sie, ze maja niezalezne rozklady normalne N,(0,y)isa
pl

niezalezne od e;.

Model (4.2) mozna wyrazié¢ w postaci wektorowej
B;=I,®Z)A +§ dla i=1,.,n, (4.3)

gdzie A jest (pgx1) - wektorem ulozonym z kolumn macierzy A jedna pod druga,.

Elementy macierzy A (lub wektora A) sa wspblezynnikami poszukiwanych
krzywych wzrostu. Nalezy zatem wyznaczy¢ ich estymatory.

Sprowadza sie to do wyznaczenia metoda najmniejszych kwadratéw zwyklych
estymatoréw poszczegélnych §; , oznaczonych dalej przez b;, a nastepnie podsta-
wienia ich do (4.3) i oszacowania stad nieznanych elementéw macierzy A.

Mamy wiec:

b, = X!X)'Xly;, i=12,..n , (4.4)

zmacierza kowariancjiV; = ¢y + 02(X;;Xi)'1. Model krzywych wzrostu z losowymi

wspélezynnikami ma wiec postaé
b,=I,®Z)r+v;, i=1,2,..n , 4.5)

gdziev; maja niezalezne rozklady N,(0,V;) i estymator A bedzie wyrazony przez
b;.

Oznaczamy przez 0 wektor zlozony z 1+ p(p+1)/2 parametréw o? i réznych
elementéw macierzy .
W dalszej analizie mozna rozwazaé dwa przypadki.
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1. Znana wariancja (znane elementy wektora 0).
Uogélniona metoda najmniejszych kwadratéw uzyskuje sig najlepszy 11n10wy
nieobciazony estymator A w postaci

x(O)—[E{W@ZZ'}] 2{W®Z}b,, (4.6)
i=1

gdzie W, = V;! z macierza kowariancji

1

Q)= | Y {W,®ZZ}| . %))
i=1
2. Nieznana wariancja.

Nalezy najpierw wyznaczyé nieobcigzona ocene elementéw 0, a nastepnie
podstawié jg do (4.6).
Metoda momentéw wyznacza sie nieobciazony estymator y postaci

¥ =Sy - -9 S 1-Z}(ZZ)'Z1(X X))

=1

gdzie
Sy, = B[, - Z(Z'Z)'Z1B/(n-q) i B=(by,by...b,) . (4.8)
Poniewaz § moze nie byé dodatnio okreslone przyjmuje sie
IT, gdy £_ > 8-2 5
i : ’ ) (4.9)
¥ =18, - fnegy! 3 1-Z@2ZIXK) gy E<5,
i=1
gdzie g jest najmniejszym pierwiastkiem réwnania
|8, - Cn-q)" 3, [1-Z4Z Z)'Z,] (XX | = 0
i-1
natomiast
-1
=S emp| 3 ep)SE (4.10)
i=1 i=1

przy
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S? = yi[I-X, XiX) ' Xy; / -p)

jest nieobcigzonym estymatorem o>

Estymator ﬁ.(é) wyznacza si¢ metoda uogélnionych najmniejszych kwadratéw
podstawiajac za 0 estymator 0 uzyskany z o? i 1’|\y Ma on postaé

-1

AO) = E(QVL ®Z,Z;) E ({\Vi ®Z)b, , (4.11)
i=1 i=1

dzie W,— = [A + 02(X’-X-)_l]—1, a estymatorem jego macierzy kowariancji jest
g P e Y Jeg y 1)

-1
Iy A
QO =Y W ®22)
i-1
Estymator ﬁ.(é) Jjest zgodnym i asymptotycznie efektywnym estymatorem A przy
n—>o,

Testowanie hipotez zalezy w duzym stopniu od wielkosci n, czyli iloéci jedno-
stek wybranych do badania. Przy modelu (4.5) ogélna wielozmienna hipoteza
liniowa H,: CAA =0 moze by¢ zapisana w postaci H',: (A’ ® C)A =0, gdzie
macierz C o wymiarach (v;xq) ma r(C)=v, <q, zaé macierz A o wymiarach
(pxvg) ma r(A) = vy < p. Do testowania tej hipotezy zostanie uzyta statystyka

T%0) =[A' ® C)A[0) ITIA’ ® C)Q (0)(A’' ® C)T'[(A' ® ORD) . (4.12)

Ma ona przy prawdziwej hipotezie H|, i przy duzej liczebnosci n przyblizony
rozklad xz Z vV = U1V, stopniami swobody.

Jezeli min(r;) bedzie duze, to przy prawdziwej H, statystyka (4.12) ma rozklad
T% Hotellinga, a wiec T?0) / (n-q) nalezy poréwnaé z odpowiednig wartoscia T>
odezytang z tablic (z parametrami s,=min(v,,vy), m,=(|v;-vy|-1)/2 i
n, = [(n-q)-vyl /2). Alternatywnie, korzystajac z aproksymacji funkcja F, H,
mozna testowaé uzywajac statystyki

2s,n,-s,+2 1

F(0) = -T%®)

S,U1Ug n-q
ktéra dla duzych min(r;) ma przyblizony centralny rozklad F z v, =v, i
Vg = 25,n,~5,+2 stopniami swobody.
Tlustracja tej metody niech bedzie nastepujacy przyklad.

Przyktad: Dane uzyskane z Instytutu Szczegélowej Uprawy Roli i Roélin AR w
Lublinie dotyczyly badania u rosliny Sida Hermaphrodita Rusby przebiegu zmian
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wysokosci ro$lin (w cm) w pierwszym pokosie w pieciu nastepujacych terminach:
1-13.05, 2-23.05, 3-2.06, 4-12.06 i 5-22.06.1987 roku. W badaniach zostaty
uwzlednione cztery grupy roslin wyhodowanych z: odcinkéw korzeniowych sad-
zonych wiosng w odlegloéci 40 cm (KW), wysiewu nasion wiosna w iloéci 4 kg/ha
(NW), odcinkéw korzeniowych sadzonych jesienia w odleglosci 40 cm (KJ) oraz
wysiewu nasion jesienia w ilosci 4 kg/ha (NJ). Rozstawa rzedéw wynosita 70 cm.
W kazdej grupie poddano badanion 40 wybranych losowo roslin. Uzyskane wyniki
zestawiono w macierz Y o wymiarach (160x5).

Celem badania bylo ustalenie ksztaltu funkeji opisujacej przebieg zmian wy-
sokosci roslin Sida w pierwszym pokosie dla kazdej z grup oraz poréwnanie ich
miedzy soba.

Stosujac opisang w tym rozdziale metode dla wielomianu stopnia drugiego
(p=3) mamy: n=160, dla kazdego i=1,...,160 liczba pomiaréw w czasie jest stala,
a wiec ;=5 oraz X; = X przy czym

il il
X=lt, 05 tg tp i
5 A2 02 i
1 ze wzgledu na jednakowe diugosci odcinkéw czsowych przyjmuje sie
¢ty =1,...,¢;= 5. Ponadto liczba grup obserwacji g=4.
Wykorzystujac do obliczen program komputerowy uzyskano nastepujace wy-

niki:
%= 57.588
macierzﬁ;
956.285 -104.585 18.464

1l|\;= -104.587 114.812 -20.196
18.464 -20.196 3.845

oraz wektor A
N =
[6.742 9.019 6.327 12.849 3.327 1.574 2.748 -2.149 3.040 3.678 3.284 4.060]
Daje to nastepujace réwnania dla poszczegélnych sposobéw hodowli:
KW:  y= 5.742 + 3.327x + 3.040x2 ,
NW:  y=9.019+1.574x + 3.678x7,

KJ:  y= 6.327+2.748x + 3.284x°

NJ:  y=12.849 - 2.149x + 4.060x> .
Wykresy uzyskanych krzywych znajduja sie na Rys. 4.
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Sprawdzenie zgodno$ci przebiegu zmian w czasie w poszczegélnych grupach
wykonano weryfikujac hipotezy H, : CAA = 0 przyjmujac A = I, i kolejno

1 -1 0 0O
1°. C=10 1 -1 o0
O @ a =il

dla poréwnania krzywych KW i NW, NW i KJ oraz KJ i N,

100 1

80

wysokos¢ roslin
D
o

40 |

20 ;

1 2 3 4 3

punkty czasowe

Rys. 4. Zmiany wysoko&ci roslin Sida w pierwszym pokosie przy wybranych sposobach
ich hodowli: KW, NW, KJ i NJ.
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5 s ol lsihis 0
& C‘[o10-1]

dla poréwnania krzywych KW i KdJ oraz

& C=010 0-1]
dla poréwnania KW i Nd.
Odpowiednie obliczone wartosci funkeji testowych F sa nastepujace

F?); 455 = 1559, F%; 304 = 0.947 oraz F?%;IS3 =1.428.

Wszystkie hipotezy o zgodnosei krzywych dla poszczegdlnych grup nalezy przyjaé
stwierdzajac, iz przebieg zmian wysokosci roslin okreslony wielomianem stopnia
drugiego, w badanych grupach jest jednakowy.

Takie same wnioski uzyskuje sie stosujac funkcje testowa xz.

Przyklad zastosowania tej metody uwzgledniajacej krzywe stopnia pierwszego
mozna znalezé w pracy Wesolowska-Janczarek, Milczak (1989).

5. Poréwnanie estymacji parametrow przy
zastosowaniu ré6zZnych metod wielozmiennej regresji

W literaturze mozna znalezé prace zajmujace sie poréwnaniem estymatoréw
uzyskanych réznymi metodami. Warto tu wspomnieé o dwéch pracach z tej
dziedziny.

Stanek i Koch (1985) wykazali réwnowaznosé estymatoréw parametréw uzy-
skanych metoda R-K zwyklych krzywych wzrostu oraz metoda tak zwanej pozor-
nie niezwiazanej regresji wprowadzonej przez Zellnera (1962).

Wesolowska-Janczarek (1991) wykazala réwnowaznosé przy pewnych zaloze-
niach estymatoréw parametréw uzyskanych metoda krzywych wzrostu z losowy-
mi wspélezynnikami i metoda wielozmiennej regresji (Morrison, 1976), ktérych
szczegbélnym przypadkiem jest uzycie wielomianéw ortogonalnych.

6. Nowe problemy w zagadnieniach krzywych wzrostu

W ostatnich latach pojawia sie coraz wiecej prac rozwijajacych w réznych
kierunkach oméwione tu metody krzywych wzrostu.

Szczegélne znaczenie przy badaniu zmian warto$ci cechy w czasie ma uwz-
glednienie zalozenia o istnieniu autokorelacji miedzy wartoSciami cechy w kolej-
nych punktach czasowych. Prowadzi to do przyjecia zalozenia o ksztalcie
macierzy kowariancji. Jednym z czeSciej uwzglednianych zalozen jest seryjna
struktura kowariancyjna. Jak stwierdza Lee (1988) wydaje sie, ze jest ona jedna
z najbardziej naturalnych postaci macierzy kowariancji przy rozwazaniu danych
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dotyczacych krzywych wzrostu. Dane te uzyskuje sie bowiem przez powtarzanie
pomiaréw tak jak w bardzo krétkich szeregach czasowych.

Dodatkowym argumentem przemawiajacym za przyjeciem takiej struktury
macierzy kowariancji jest to, ze ilodé parametréw, ktore nalezy w niej estymowaé
jest mniejsza niz w macierzy bez okreSlonej seryjnej struktury i nie zalezy od
ilosci uwzglednionych punktéw czasowych.

Przyjmujac zalozenie w modelu (3.1) jak dla stacjonarnego szeregu czasowego
z autoregresja rzedu p—1, Lee (1988) podaje estymatory wspéleczynnikéw w réw-
naniach krzywych wzrostu dla modelu stalego z nieznana macierza kowariancji
w nastepujacej postaci.

W modelu (8.1) z macierza kowariancji

¥ =0%C gdzie C=(p/"7!) przy ij=12,...p 6.1)
estymator najwiekszej wiarogodnosci B jest postaci:
B - XX)"XYCT(TCT)! | 6.2)
gdzie
&= '
oraz
of = ;1;{ tr [TCISC'T(TC T 1 + tr(ZY'YZ(Z'CZ) "1}, (6.3)

gdzie Z jest znana macierza o wymiarach (p,p—q), r(Z)=p-q i taka, ze TZ=0,
zas

S =Y -XXX)'X1Y .

Estymator najwiekszej wiarogodno$ei wspoétezynnika autokorelacji p otrzymu-
je sie przez maksymalizacje funkcji

L0 = (02 P21 = pBy D12 6.4)

gdzie az(p) jest wyrazone wzorem (6.3), w ktérym 6 zostalo zastapione przez p.

Innego typu szczegblna postaé macierzy kowariancji dla btedu zaklada Azza-
lini (1987). Jest ona zgodna z macierza kowariancji dla stacjonarnego procesu
AR(k) oraz ARMA(1.1). Przy tych zalozeniach rozwazana jest estymacja parame-
tré6w w modelach stalym i z losowymi wspétezynnikami. Traktujac model staty
jako szczegblny przypadek modelu z losowymi wspétezynnikami, zostal podany
test decydujacy o wyborze jednego z tych modeli. Takze Jones i Boadi-Boateng
(1991) przedstawili analize krzywych wzrostu przy zalozeniu autoregresji pier-
wszego rzedu ale niejednakowych odstepach czasu.

Badaniem zalozenia dodatniej okreslonosci macierzy kowariancji w ogélnym
stalym modelu krzywych wzrostu, kryteriami wyboru modelu przy réznej postaci
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macierzy kowariancji uwzgledniajacej seryjng strukture oraz testem réwnosci
macierzy kowariancji dla k& populacji zajmuje sie Lee (1991). Zerbe i Walker
(1977) podaja test poréwnujacy krzywe wzrostu dla poszczegélnych grup, gdy
dopasowane krzywe sg réznego stopnia. Analize krzywych wzrostu, gdy obser-
wacje u poszczegolnych osobnikéw dokonywane byly w niejednakowych punktach
czasowych przedstawit Hui (1984).

Estymacje krzywych wzrostu przy brakujacych obserwacjach ocenianych me-
toda analizy kowariancji oraz przy zastosowaniu algorytmu EM zaprezentowal
Liski (1985). Wyborowi zmiennych towarzyszacych oraz testowaniu hipotez o
zbednosci niektérych zmiennych w metodzie R-K po$wiecili swoja prace Fujikoshi
i Rao (1991).

Kilka prac po$wieconych jest wieloreakcjowym krzywym wzrostu. Sprawdze-
niem poprawnoSci zalozenia o strukturze macierzy kowariancji takiej jak dla
krzywych wzrostu z losowymi wspétezynnikami w przypadku badania przebiegu
zmian kilku cech réwnoczednie zajmuja sie Chinchilli i Carter (1984). Natomiast
Lundbye-Christensen (1991) przedstawia analize wielocechowych krzywych
wzrostu przy réznych strukturach macierzy kowariancji i réznych wartoSciach
oczekiwanych w zastosowaniu do badan medycznych.

Osobng grupe stanowia prace poSwiecone predykeji w modelach krzywych
wzrostu. Mozna wymienié tu niektére z nich: Lee i Geisser (1972), Rao (1977),
Geisser (1980), Rao i Baudream (1985), Liski i Nummi (1988), Lee (1988).

Przedstawiony tu przeglad tematyki nie wyczerpuje pelnej bibliografii prac
dotyczacych krzywych wzrostu, nie bylo to bowiem gléwnym celem tej pracy.

Podziekowanie

Autorka chcialaby ta droga podziekowaé profesorowi Wiktorowi Oktabie za
zaproszenie jej do wygloszenia referatu na XXII Colloquium Metodologicznym =z
Agrobiometrii w Olsztynie, ktére przyczynilo sie do powstania tej pracy.
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Growth curves - a review and new problems

Summary

A review of the known growth curve methods and some of the new subjects of this
topic are presented in this paper. The connections of the growth curve methods with
the stochastic processes and other statistical problems are suggested.

Key words: growth curve, random coefficients, estimation of parameters, tests,
confidence regions.



